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Hoofdstuk1: Inleiding

De economie is een dynamisch proces met allerlei variabelen die elkaar onderling beinvloeden. Hierbij
valt te denken aan macro-sconomische grootheden als rente, wisselkoers, miflatie, beurskoers,
bedrijfswinsten, nationale productie, geldhoeveelheid, etc. Er bestaan talloze theorieén over de
onderlinge samenhang en causaliteitsrelaties tussen de variabelen, die tevens vaak het gedrag van een
variabele in de loop van de tijd als gevolg van een impuls in een van de variabelen beschrijven. Een
gebied waar de postulering van deze ‘lead-lag’-relaties veel gebezigd wordt is bijvoorbeeld de
monetaire economie, die stelt dat een vergroting van de geldhoeveethetd op dit moment tot inflatie in
de (nabije) toeckomst kan leiden. Voor beleidsmakers en commerciéle instellingen 1s het nuttig om te
weten hoe sterk relaties zijn en met welke timing ze elkaar beinvloeden.

Deze studie beperkt zich tot interacties in een woningmarktspecifieke context van macro-economische
en huizenmarkt gerelateerde variabelen. De bestaande ideeén omtrent het functioneren van de
wonmingmarkt beschrijven een marktdynamick, die wordt veroorzaakt door interactic van macro-
economisch georiénteerde elastische vraagfactoren en starre, vertraagd reagerende aanbodfactoren. De
prijsvorming is het resultaat van vraag en aanbod en reageert als gevolg eveneens vertraagd op de
ontwikkelingen van voornamelijk vraaggeoriénteerde variabelen. Deze constatering impliceert het
bestaan van variabelen die een voorspellende waarde hebben voor het toekomstige prijspetl van
woningen. Dergelijke variabelen worden leidende indicatoren genoemd. Cruciaal voor een leidende
indicator is in hoeverre zijn beweging samenhang vertoont met de beweging van de huizenprijs en in
hoeverre zijn ontwikkeling voorloopt op de ontwikkeling van de huizenprijs. Het is bijvoorbeeld
interessant te weten hoe lang het duurt voordat een verandering in de hypotheekrente doorwerkt in de:
huizenprijs en in welke mate dat gebeurt.

Deze studie beoogt de constructie van een huizenprijsvoorspeller voor de korte tot middellange termijn
op basis van het voorlopende karakter van met de woningmarkt samenhangende variabelen. In iplaats
van het postuleren en verifiéren van modelmatige economische theorie wordt het onderzock naar
relaties gedaan met behulp van statistische technieken. De leidende indicatoren zijn de bouwstenen van
de huizenprijsvoorspeller en worden behalve als determinanten van de huizenprijs tevens geselecteerd
op hun voorspellende waarde.

De cyclische beweging van een tijdreeks is de beweging op korte tot middellange termyn en als
voorspeller voor deze periode is de huizenprijsvoorspeller geconstrueerd op basis van de cyclische
bewegingen van de leidende indicatoren. In hoofdstuk 2 wordt de klassieke ontleding van tijdrecksen in
vier componenten beschreven. Met de focus van de huizenpijsvoorspeller op de cyckische component
van een tijdreeks is de kernvraag op welke wijze deze component uit een tijdreeks geisoleerd kan
worden. Hoofdstuk 2 concentreert zich op de eliminatie van de structurele trendmatige beweging van
een tijdrecks op lange termijn. Er worden twee typen van trendvormen behandeld, inclusiet de
onderliggende concepten van de verschillende typen en de wijze waarop een trendvorm uit een reeks
pefilterd kan worden. Het eerste type 1s de deterministische trendvorm, die een fumctie is van de tijd en
waarvan de lineaire en de polynomiale trend de meest bekende witingen zijn. Het tweede type
trendvorm is de stochastische trend en is feitelijk een sommatie van gerealiszerde stochasten. De
resterende beweging van cen voor de trend gecorrigeerde tijdrecks bestaat uit de overige drie
componenten en beschikt afhankelijk van de gekozen trendvorm over bepaalde statistische
eigenschappen. De mede overgebleven cyclische component van een tijdreeks is athankehjk van de
gekozen trendvorm al dan niet economisch interpreteerbaar.

De gehanteerde methodiek bestaat uit de constructie van ¢en huizenprijsvoorspeller aan de hand van
een lineaire combinatie van cyclische leidende indicatoren. Nu in hoofdstuk 2 de cyclische beweging
van een tijdrecks bepaald is, wordt er in hoofdstuk 3 gereedschap aangedragen om invulling te geven
aan de methodiek. De spectraalanalyse levert het gereedschap n de vorm van maatstaven, die zowel de
samenhang als de mate van voorlooptijd van ecen tijdreeks ten opzichte van de huizenprijsreeks



kwantificeren. Bovendien biedt de spectraalanalyse een raamwerk om het lineaire leidende
indicatorenmodel integraal te schatten. In hoofdstuk 3 wordt de spectraalanalyse gedefinieerd,
opgebouwd en aan de hand van voorbeelden geillustreerd. Het kernidee achter de spectraalanalyse is de
ontleding van een tijdreeks in periodicke golffuncties, waarbij een tijdreeksvariabele gerepresenteerd
kan worden als een gewogen som van golven met verschillende golflengtes. Het spectrum beschrijft
een tijdrecks als functie van de frequentie en biedt hiermee een raamwerk om het gedrag van een
tijdrecks te ontleden naar intervallen, die representatief zijn voor de korte, middellange en lange
beweging. Deze ontleding naar intervallen is tevens van toepassing op de gedefinieerde
spectraalmaatstaven, waardoor het mogelifk is de schuifdynamiek van leidende indicatoren te
analyseren.

Met de methodiek en het gereedschap is het theoriegedeelte afgerond en deze worden in hoofdstuk 4
toegepast voor de constructie van een voorspeller voor de cyclische beweging van de huizenprijs.
Voortbouwend op de twee typen van trendmatige beweging worden er twee typen
huizenprijsvoorspellers geconstrucerd en met etkaar vergeleken,

Het eerste type voorspeller wordt geconstrueerd aan de hand van voor stochastische trendvorm
gecorrigeerde tijdrecksvariabelen. Met spectraalanalyse worden de leidende mdicatoren geidentificeerd
en het leidende indicatorenmodel voor de cyclische beweging geschat. Op deze wijze wordt er een
spectraalvoorspeller voor de cyclische beweging van de huizenprijs verkregen.

Het tweede type voorspeller wordt geconstrueerd aan de hand van voor deterministische trendvorm
gecorrigeerde tijdrecksvariabelen en staat in de traditie van de conjunctuunindicatoren, die een
barometrische indicatie geven voor de conjuncturele toestand van de economie. De barometrische
methode genereert een conjunctuurdiagnose van de algemeen economische toestand op basis van een
niet-causale, mechanische wijze, die geen specifick economisch theoretische grondslag kent. De
methodick van de barometrische traditie is succesvol gebleken in een algemeen economische omgeving
en de deterministische voorspeller van de huizenprijsconjunctuur is een toepassing van de
barometrische methodiek in een marktspecificke context. Hierbij is conjunctuur synoniem aan
cyclische beweging. De potentie van de marktspecificke toepassing wordt ingegeven door de
vaststeliing dat de Nederlandse huizenmarkt door zijn omvang een macro-economische factor van
betekenis-1s. De barometrische methodiek bestaat uit toepassing van een aantal standaard statistische
technieken. Door een deterministische trendvorm te berekenen is het mogelijk een conjunctuurreeks uit
een tijdrecks te isoleren, waarvan de beweging interpreteerbaar is in termen van economische en
marktspecificke ontwikkelingen. De samenhang en de verschuiving van een conjunctuurreeks ten
opzichte van de huizenprijsconjunctuurreeks wordt bepaald door de kruislingse correlaties en de
visuele, kwalitatieve overeenkomst van conjuncturele omslagpunten. Aan de hand van criferia voor
samenhang en verschuiving worden er letdende conjunctuurindicatoren geselecteerd, die de met
regressicanalyse gewogen componenten vormen van de voorspeller voor de huizenprijsconjunctuur.

De uiteindelijke onderzoeksvraag is het genereren van een puntvoorspelling voor de huizenprijs in de
nabije toekomst. Deze studie beoogt de constructie van een huizenprijsvoorspeller voor de korte tot
middellange termijn. De bestaande ideeén omtrent het functioneren van de woningmarki bieden ruimte
voor het bestaan van leidende indicatoren voor de cyclische beweging van de huizenprijs. Door zowel
de barometrische methodick als door toepassing van de spectraalanalyse is met een leidende cyclische
indicatorenmodel de hwmzenprijsconjunctuur voorspeld. In hoofdstuk 5 worden uiteindelijk een
barometrische voorspelier en een spectraalvoorspeller van de oorspronkelijke huizenprijs verkregen
door respectievelijk de conjunctuurvoorspellers met de bijbehorende trendvoorspellers terug te
koppelen naar de ocrspronkelijke reeks. De trendmatige component van een tijdreeks kent per definitie
cen starre en relatiel onveranderlijke ontwikkeling en de trendvoorspeller is een extrapolatie van deze
starre en relatict onveranderlijke ontwikkeling. Een meer precieze duiding van de trendvoorspeller
hangt of van de keuze voor een deterministische of een stochastische trendvorm.

Ter evaluatie wordt de relatieve kwaliteit van beide puntvoorspellers voor de huizenprijs verkregen
door voorspellingen voor het nabije verleden te genereren en fe berekenen in hoeverre de voorspelde en
de gerealiseerde huizenprys verschillen. Dit wordt ook we! “out-of-sample’ terugtesten gencemd.



De constructie, beschrijving en de resultaten van de conjunctuurvoorspeller en de puntvoorspelier van
de huizenprijs volgens de barometrische methodiek zijn gebaseerd op een praktijkstage. De stage s
uitgevoerd bij de Stafgroep fconomisch Onderzoek van Rubobank Nederiand te Utrecht. De Stafgroep
is de macro-economische denktank binnen de Rabobankorganisatic en verricht onderzoek op het
gebied van financieel-economische onderwerpen ten behoeve van de eigen organisatie, de lokale
banken en hun klanten. Het conjunctuurcluster binnen de Stafgroep richt zich op de macro-
economische ontwikkeling in de industrielanden. Mede op basis van de resultaten van deze stage is een
artikel verschenen in de l'conomisch Statistische Berichten (ESB) van 28-7-2000, met als titel ‘Prijs je
rijk’. Dit artikel is opgenomen in appendix D van deze scriptie.



Hoofdstuk 2: Tijdreeksdecompositie

De doelstelling van het voorspellen van een tijdreeksvariabele op korte tot midellange termijn op basis
van synchrone en leidende cyclische, ofwel conjuncturele bewegingen van  aanverwante
tijdrecksvariabelen vereist een precieze duiding van de cychische en overige componenten waaruit een
tijdrecks is opgebouwd. De klassicke methodologic' van de tijdreeks-econometrie bestaat wit de
decompositic van ecen reeks in vier componenten: trend, cyclisch, seizoen en tramsitoir. De
waarnemingen van cen tijdrecks zijn realisaties van het onderliggende datagenererende economische
proces, dat in de praktijk meestal onbekend is. Deze onbekendheid van het ondetliggende proces wordt
ondervangen door het genererende proces stochastisch te modelleren. De tijdrecksvariabele is dan een
functie van zijn realisaties uit het verleden, tijd en een stochastische component. De trendcomponent is
vaak determimistisch van aard en wordt in een tijdrecksvergelijking uitgedrukt als functie van de tijd.

In dit hoofdstuk zal echter worden aangetoond dat zelfs de trendmatige beweging, die een permanente,
niet-wegebbende invloed op een tijdreeks uitoefent, vaak stochastisch beschreven kan worden. Het
wegfilteren van de trendmatige component uit een tijdrecks resulteert in een reeks, die statistisch gezien
een stabiel gedrag vertoont en een beschrijving geeft op basis van de overige drie componenten van het
gedrag van de tijdreeks op korte en middellange termijn. Uiteindelifk wordt er een transformatie en een
statistische testprocedure beschreven, waarmee zowel stochastische als deterministische trends
geélimineerd kunnen worden.

2.1: Stochastische differentievergelijkingen

zschouw de functie y=f(f). Als de functie beschouwd wordt op het moment dat de onafhankelijke
var abele 7 de specificke waarde 7* aanneemt genereert deze functie cen specificke waarde voor de
afhankelijke vartabele v dus y» =f{r*). Op dezelfde wijze kan de volgende specifieke waarde worden
gedefimieerd: y,«.x=f{1*+h}). Als praktische kwestie worden de meeste economische tijdrecksdata voor
discrete tiydsperioden verzameld. Hiervoor worden de equidistante intervallen ¢%, r%+h, 1¥+2h, %430, ...
beschouwd, waarbij # genormaliseerd wordt tot 1. Een discrete tijdreeks impliceert dat ¢ discreet is en
niet noodzakelijk dat de onderliggende variabele ook een discreet karakter kent. Zo is de regenneerslag
in Nederland een continue variabele, maar de op jaarbasis gecumuleerde neerslagtotalen voor de jaren
! tot 7 een discrete tijdreeks. In veel economische toepassingen is de variabele 7 een representatie van
‘tijd’, zodat # een verandenng in tijd, ofwel de lengte van een tydsperiode vertegenwoordigt. De
variabele ¢ hoeft echter niet noodzakelijk gerelateerd te zijn aan het type tijdsinterval zoals dat wordt
gemeten door ecn klok of een kalender. In plaats van jaren, maanden, dagen of minuten kan 1 ook
gerefereerd worden als een ordinale maat aan een geordende gebeurtenis. Zo kan bijvoorbeeld y, de
uitkomst zijn van o'e 7 draaiing van een rouletterad.
Het 1s gebruikelijk de clementen van een waargenomen tijdreeks | . Vo Ve Vel nbeo...) uit te
drukken als {y,}. D= widrukking van een specifick element in de reeks 1s dan y,. Tenzij anders is
gespecificeerd loopt ¢fe index 1 van -co tot <,

Het eerste orde versc.hil van v, is gedefinieerd als de waarde van de functie geévalucerd op tijdstip
#=1*+ 1 minus de waar de van de functie gedefinieerd op tijdstip 1% dat wil zeggen:

AveEy, -Ly y, Vi

Iy s de zogenaamde “Harvard method of tme series analysis’, Boschan& Ebanks (1970}

i)



De (LY wvooratgaand aan y, betekent simpebweg  het vertragen van v, met perioden. e
differentiebewerker A is aan de vertragingsbewerker gerclateerd en gedefimieerd als:

A=(1-L). 2.0
Het tweede orde verschil kan op analoge wijze als volgt worden aangeduid: '

A=A, L= v 2000 L=y =29 e

A =AWy L0 OV Foor 210501005 2V

.y - - 2 - . . -
Het #°-orde verschil is analoog gedefinieerd’, maar in de praktijk van economische tijdrecksen wordt er
zelden gebruik gemaakt van #"-orde verschillen, waarbij #>2.

In de bovenstaande introductic is de variabele y louter beschouwd als een realisatie van een functie op
een bepaald tijdstip. De functie / wordt nu zodanig uitgebreid dat in zyn meest algemene vorm de
waarde van een variabele uitgedrukt wordt als een functie van de vertraagde waarden van deze
variabelen, het djdstip 7 en andere variabelen. Als f ¢en lineaire functie is en als er sprake is van p
vertraagde variabelen wordt er als volgt een p® orde lineaire differentievergelijking verkregen:

P 4
= f(y:—b T p’f"x)— dy + Zaiyf-i X, =y T Zai[jyz X, (2-1‘3)
=l i=]

Economische theorie is in verscheidenc situaties in staat om bepaalde ¢’s te dicteren als functic van
varigbelen in de economie. Zolang de a’s echter geen functie zijn van y, of x,, zoals in deze studie.
worden ze beschouwd als parameters. Indien x, een enkelvoudige stochast is en voor periode ¢
nitgedrukt kan worden als een storingsvariabele wordt vergelijking (2.1.3) ook wel autoregressief van
orde p, AR(p), g;enoemd waarbij pe{0,1,2,... o},

Het witte ruis-proces is een model dat stochastiek in de differentievergelijkingen introduceert et is
daarmee een basishouwsteen voor discrete stochastische tijdreeksmodelien. Een reeks {e/} is witte THis
als elk element in de recks een verwachte waarde van nul heeft, een constante variantie kemt en
ongecorreleerd is met zijn vertraging. Als £{x} de verwachte theoretische gcmlddelde waarde van x is
geldt formeel dat de recks {e/} een witte ruis-proces is als voor elke waarde van fen s

D Eled=Ele }=0

i} 1’{@ } = Fie,. g}g = o’ (Var{e }: Var{eM}:az)
ity K g{ e, Y *}{H e s} 0 %) (CO\-’{({ e, } Cov{c, o Cies 5= {))

? De vertragingsbewerker heeft onder andere de volgende exgenschappen:

1 le=c

2 distributiviteil: (U+0ve Lyl vesyetye

3 associativiteil: Ly~ =L’

4 I. iot een negaticve waarde 1s fuic 1Jk een voorspelimgsbewerker, narmchik

e LveeveT e,
5 voor jal<1 geldt voor de oneindige som (i+al+a e wevdeal),
Dit is eenvoudig in te zien. Vermenigvuldig beide uldmici{ingcn met {1-al}
1l ) 1+al, m“!‘w Yyeve e {l-alval-a’17-a" L ey
Omdat @™y, naar puf convergeert als 1 naar oncmdlg) gaal 1s bovenstaande vergelijking cen vdentiteil,
6 voor k> 1 geldt voor de oncindige som (1 Hal Y al Y yeal yf-al) <5 v/l ol y=-ad Y Sgal Vv Dits
eenvoudig in le zaen, chxcmxb\ uldig beide uldmkkmgcn mel {1-al. )
eal Y1 +al) Hal Y+ e-al v e (-al+{alY Uvital Y (al Y Haly ‘el Y ve-alye
Omdat "L "y naar iml convergeert als n naar oneindig gaat is bovenstaande vergelyking cen identt ;u,n

D¢ exacle definie huidt als volat:
o
fF

roa Ay ATy ey e ;
Ny =&y Ay ,2_{ 1) L - feno+ i

- {/!’1\\; !
wazrbij 1 . j T (n —r}

de binomiaaico¢{Ticiénten zijn.



in het vervolg zal een witte ruis-proces aangegeven worden in de volgende notatie: ¢,(0,67).

De term x; in (2.1.3} is het genererende proces en zijn vorm kan veel algemener ziyn dan slechts ecen
enkelvoudige witte ruis-stochast. Het is mogelijk om huidige en vertraagde waarden van andere
variabelen op te nemen, de parameter tijd om een deterministische trendbeweging te beschrijven,
dumimyvariabelen om belangrijke gebeurtenussen op te nemen en vertraagde stochastische storingen.
Door een geschikte keuze van het genererende proces kan een uitgebreid scala van dynamische macro-
economische modellen gecreerd worden.

Een belangrijk speciaal peval van de {x,}-reeks is het volgende:

X, = ib,em = ibilfe, (2.1.4)
i=0

i=0
waarbij qe{0,1,2,...,0¢}, de b, s constanten zijn en de {e,}-reeks een witte ruis proces. De reeks (2.1.4)
wordt ook wel voortschrijdend gemiddelde van orde ¢ genoemd, ofwel MA{g)".

Substitutie van (2.1.4) in (2.1.3) combineert tot het ARMA(p.q)-model.

4 ‘ q ,

y,=ag+ Yy ally + Y blle (2.1.5)
{z} =4}

Een oplossing van de differentievergelijking (2.1.5) drukt de waarde van y, wit als gen functie van de

elementen uit de {x}-reeks. de fijdsparameter ¢ en eventueel de initiéle beginwaarde van de

afthankelijke variabele yq.

Iin het algemeen worden aan eent oplossing tevens stabiliteitscondities opgelegd, die ervoor zorgdragen
dat het systeem voor t—»o niet-explosief is. Vanuit een puur mathematisch cogpunt is er geen reden
om’ convergentie-gisen aan het systeem op te leggen. Economische theorie suggereert echter cen
begrenzing in de zin dat de limietwaarde van een variabele in een tijdreeks eindig is. Reéle rente, reéel
inkomren per hoofd van de bevolking en andere economische variabelen worden nauwelijks
verondersteld de waarde plus of min oneindig aan te nemen.

Onder d= voorwaarde dat het ARMA(p,¢)-model aan de stabiliteitscondities’ voldoet resulteert,
gebrutkmakend van de vertragingsbewerker, de oplossing van een ARMA(p.g)-model in:

q
a, + Zi)iel_,.
y, = = (2.1.6)

l#zp:a‘. N
i=l

In veel gevallen is het niet noodzakelijk de oplossing verder uit te werken om de specifieke coéfficieént
voor elk element in {e,} te verkrijgen. Belangrijk is echter wel de constatering dat de vitwerking van de
oplossing feitelijk een MA(e)-proces’ oplevert.

¢ de Engelse term voor voortschrijdend gemiddelde 1s moving average. vandaar de naamgeving MA{q).
* de stabiliteitscondities garanderen de convergentic {dat wil zegaen de nict-explosiviteit) van het dynamische svsteem. De
condities lurden als volgl: 2x5

((-af-. —ar)=]]0-cL)
gl

i)
Voor een n° - orde vergelijiiing is een noodzakelifke voorwaarde dat Zc; <1,
e}

.
een voldoende voorwaarde i1s, omdat de waarden van ¢, zowel positiel als negatief kunnen zin Zl) <,

Zie voor cen nitpultende analyse Enders £ 1995) hoofdstuk 1 of Fuller (1996) paragraal’ 2.4

¢ de Wold-decompositic stell 7elfsdar efke stationaire tijdrocks beschireven kan worden als de som van een voorspelbare
{constamte} component en cen MA(s-}-proces.

Stabiltieit is echter con noodzakelijke, saar geen voldoonde voorwaarde veor stationarsieit van con ARMA-proces, Voor
statronantert peldt narmebjk de additionele: efs dat voor 1ederc 520 moet gelden (A48 )8, 4850, 4 Y. Zie hiervoor Enders
{1995) paragraaf 2.4,



2.2 Stationariteit

Stationariteit wordt grosso modo geinterpreteerd als trendloosheid en s een voorwaarde voor
toepassing van de spectraalanalyse. De klassieke tijdreeksdecompositic sielt dat er m cen tijdreeks
potentieel een trendcomponent aanwezig is. De toepassing van een geschikt filter op een nijdreeks
elimineert deze trendcomponent en resulteert in een reeks, die statistisch gezien stationair is. In deze
paragraaf wordt de definitie van stationariteit gegeven.

Stationaire stochastische processen zijn een klasse van processen die gekarakteriseerd kunnen worden
door het verschijnsel dat hun belangrijkste statistische eigenschappen niet veranderen over de tijd en
die in het algemeen karakteristiek zijn voor een systeem in evenwichistoestand. De meest stringente
vorm van stationariteit is de eis dat de totale probabilistische structuur van een proces niet varieer!
onder een verschuiving van de tijdsgrondslag. Meestal wordt volstaan met de notic van zwakke
stationariteit, waarbij niet de volledige probabilistische structuur, maar de belangrijkste eigenschappen
van de kansverdeling invariant moeten zijn voor een verschuiving van de tijdsgrondslag.

Ook in deze studie wordt beperkt tot zogenaamde 2° orde stationaire processen, die als eis een
tijdsinvariantie voor de eerste twee momenten oplegt en ook wel covariantie stationair genoemd wordt.
De definitie luidt als volgt:

Een proces {3} 1s 2° orde stationair als voor alle toelaatbare ¢ en (1-5) geldt:

B Ev=Ely = u
i) By, -~ =y, - =o? (e varly, 3=07)
iit) By, — il ~ iy= By, - wpify, - =) (Covly, 50 )=Covly, .7, )= #(5)

De functie v(s) wordt de autocovaniantic van y, genoemd en als er geen sprake is van mogelijke.
verwarring wordt dit afgekort tot covariantie. Om de eigenschappen van tijdreeksen te vergehjken is ex
een gestandaardiseerde maatstal gedefinieerd, die niet wordt beinvioed door de maateenheid van de
onderliggende tijdrecksvariabele. Deze maatstaf is de autocorrelatiefunctie, veelal afgekort tot
correlatie, en is gedetinieerd door:

()= 1) _ )
P =y T 5

V(O) a
De correlatic is de covariantie genormaliseerd tot 1 als A=0. De eis voor stationaritgiit dat het
gemiddelde en de variantie constant en tijdsonafhankelijk zijn betekent dat een tijdrecks noch explosief
is noch witdempt, waardoor dit type tijdrecks geschikt is om de cyclische, seizoensmatige’ beweging en
de rutscomponent van een economische tijdreeksvariabele te beschrijven.

(22 1)

2.3 De trendcomponent

Veel economische tijdreeksen zijn van nature niet stationair van karakter, zoals bijvroorbeeld industnéle
productie, nationaal inkomen en het prijsindexcijfer. Deze reeksen worden gelkenmerkt door een
gemiddelde waarde die een sterke opwaarise beweging over de tijd vertoont.; Het regle nationale
inkomen kent bijvoorbeeld een opgaande tendens. Deze kan door een lineaire treind als functie van de
tijd in een vergelijking beschreven worden. Deze methode is echter controversieel omdat het een
deterministische groeivoet van de reéle economie impliceert. Er bestaat eeri macro-economische
stroming die stelt dat technologische innovaties een permanente invloed hebben op de trend van de
redle economie. Bovendien stelt deze stroming dat technologische inmovaties stochastisch zijn en dat de
trend deze onderliggende stochastiek moet reflecteren. De stochastische visie kan tevens met
betrekking tot de huizenprijzen en de andere in deze studie gebruikte tijdreek sen gepostuleerd worden.
Voor de huizenprijsrecks kunnen institutionele veranderingen als bijvoorbeeld fiscale voorziemngen.
peleid met betrekking tot huurprijzen en toewijzing van vinex-locatie’s beschouwd worden als
stochastische gebeurtenissen, die op toevallige momenten plaatsvinden. maar wel een grondige mvloed
uitoefenen op de huizenprijs. Het is dan ook nuttig om zowel modellen mut een deterministische trend
als modellen met een stochastische trend te beschouwen.



2.3.1; Deterministische trends

De deterministische trend 1s de structurele beweging van een reeks, die wordt beschreven door een
louter van de tijdsvariabele 7 afhangende functie. Door de athankelijkheid van 7 wordt deze trend

tijdtrend genoemd.
Y, =a, ~i¥a']l+ar2¢'Z +e, (231

Voor economische tijdreeksen wordt in de praktijk zeer zelden gebruik gemaakt van een '-term met
n>2. Het model kan worden uitgebreid met zowel vertraagde variabelen van de {y,}-reeks als van de
fe,t-recks.

De meest voor de hand liggende methode om de trend in (2.3 .1) te elimineren is met een regressie van
¥y op een gespecificeerde trendfunctie een schatting voor de trend te generen en deze af te trekken van
de werkelijke reeks. De overgebleven reeks is dan stationair en is voor (2.3.1) de {e,}-reeks. Merk op
dat in de praktijk het datagenererende proces niet altijd volledig bekend is, waardoor er het risico van
misspeciticatie bestaat.

Een tweede methode om de met (2.3.1) gegenereerde tijdreeks stationair te maken is door het tweede
orde verschil ervan te berekenen.

2
Ay, =a, +al +a,t” +e, w(aG +ai(t ~+a,{r~1) +e,”i)x a, ~a, +2a,0 e, —e,

é\zy; =2a, +e, -2  +e,_,, (2.3.2)

Met (2.3.2) is eenvoudig in te zien dat de tweede differentierecks’ van y, stationair is. Bovendien is de
awrocovariantie over meer dan twee perioden van deze reeks gelijk aan nul en dat impliceert dat de
autocovarianties absoluut sommeerbaar zijn. Stationariteit en absolute sommeerbaarheid zijn de twee
voorwaarden voor toepassing van de spectraalanalyse® en de tweede differentievergelijking (2.3.2)
kwalificeert zich voor deze toepassing.

In figuur 2.1.1 15 het tweede orde tijdtrend-model (2.3.1) weergegeven (a0, 0,;=0.3, a;=0.01, e~(0,1))
samen met bifbehorende tweede orde differentierecks (2.3.2). In de grafiek is duidelijk de opwaartse
neiging van de tijdrecks (linkeras) in de vorm van een (weedegraads kromming zichtbaar. De
bijbehorends differentierecks (rechteras) toont duidelijk geen opwaartse of neerwaartse neiging en ook
zijn beweeglitkheid is constant over de tijd, waarmee grafisch het stationaire karakter van de reeks tot
uitdrukking komt,

2.3.2: Stochasiische trends

Het essentiéle kenmerk van een trend is dat het cen permanent effect heeft op een tijdreeks. In termen
van de in de inleiding gepresenteerde decompositie 1s de trend de met-stationaire component en zijn de
cyclische, de transitoire en de seizoenscomponent wel stationair, Deze niet-stationariteit komt bij een
stochastische trend tot vitdrukking doordat de realisatic van een stochast in de loop van de tijd niet
wegebt. Terwijl de deterministische trend zich op een a prion bekende wijze over de tijd ontwikkeld en
daardoor beschreven zan worden als functie van ¢, wordt de stochastische trend ex ante weergegeven
als een sommatie van stochasten, dic pas ex post vorm krijgt als de sommatie van niet wegebbende
realisaties van deze stochasten.

"n het afgemeen word! het onderstaande #%-orde polynomiale tijdirend-mode! stationair pemaakt door de n®-differentierceks te
bepalen, nameluk:

Yo, b a a:.""\ ora e,

i

Ay, =na, + i( 1y (’:L""

¥ Merk op dat hoewel stationariiest voldoende is voor toepassing van de spectraalanalyse de tweede differentierecks miet
wverteerbaar is in de zin dat de recks anlgedrukt kas worden in de vorm van cen awtoregressicl proces. Dit komt door de
{migerdere) cenboidsworte! in de MA-component, zic Enders {1995} pagma 179 Het gevoly is dat de recks nict invericerbaar en
de hele Bov-Jenking ARIMA-methode nict toepasbaar i
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Figuur 2.1 Tydrecksen en stattonaire reeksen
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De meest eenvoudige verschijningsvorm van een stochastische trend 1s in het random walk-model, dat
is gespecificeerd als een ARMA(L,0)-proces met ag=0 en a;=1:

Yo = Yo e, (ofwel Ay=e) (2.3.3)

De oplossing van deze eerste onde differenticovergelijking wordt met herhaalde substitutie en met
intiiéle beginwaarde yy verkregen en is gelijk aan:

! ,
voEy e T 234
i1

Het a priori constante gemiddelde van de random walk blijkt uit de gelijkheid van de verviachte waarde
op tudstip £ en tijdstip -5, namelijk £ =E{v.=. Het random walk-model is echter niet stationair
blitkend uit de variantie, die met deze oplossing eenvoudig is te berekenen: "

vaf{y, }z vai‘{q +e,,, +... ¢ }m Io‘z,

<n

varly, J=varle, , +e, ot d=l-sho?

Vanwege het niet constante karakter van de variantie over de tijd (d.w.z. var(y)#var(y,,)) is het random
walk-proces niet stationair en bovendien gaat de variantie voor t-»w naar oneindig, waarmee de
random walk voortkronkelt zonder een expliciet stijgende of dalende tendens te tonen. De stochastische
trend in het random walk-model wordt geéhimineerd door de differentierceks te bepalen. Deze
differentiereeks Ay/¢, is stationair en uitgezet (rechteras) in figuur 2.1.1f samen met de random walk-
recks (hinkeras), waarbij wederom geldt yo=0 en e ~N(D 1),

Het random walk-model is geschikt voor het beschrijven van tijdreeksen die geen duidehjke neiging
hebben in de tijd te stijgen of te dalen en tevens niet neigen naar een bepaald gegeven gemiddelde. In
de economie laten vooral wisselkoersreeksen en reeksen met vertrouwensindicatoren een dergeligk
patroon zien. '

i1



2.3.3: Stochastisch en deterministisch: random walk plus drift

Het volgende model genereert een trend, die is opgebouwd uit zowel een deterministisch als cen
stochastisch deel. Het random walk plus drift-model (RWPDH 15 een ARMA(L 0)-model met zowel
ay=1 als ay=1 en breidt het random walk-mode! uit door toevoeging van een constante term aj,
namelijk:

Vi =Y vy e (2.3.5)
Met de gegeven nitiéle beginvoorwaarde ¥, is de oplossing:

]
Yo=Yy rag+ 3 e, (2.3.6)
it
Het gedrag van v, wordt nu voomnamelifk geleid door twee niet-stationaire componenten: een lineaire
deterministische trend aof en de stochastische trend 2.e,. Voor de a priori verwachting van y geldt
Eyevotagt en Ey, &votat+s). De deterministische verandering voor elke realisatic van {y} is ag,
waardoor na ¢ perioden de gecumuleerde deterministische verandering gelijk is aan aqf. Bovendien is er
de stochastische trend 2 e;, waarbij iedere gerealiseerde ¢, net als in het pure random walk-model, een
permanent effect heeft y,.
Zowel de reeks van het random walk plus drifi-model (linkeras) met ¢,=0.3, y=0 en e~(0,1), als de
eerste differenticreeks van dit model {rechteras) zijn uitgezet in figuur 2.1.1]1. Merk op dat de eerste
differentiereeks van het RWPD-model stationair 15 en dus zowel de stochastische als de
deterministische trend uitfiltert.
Uit de grafiek blijkt dat de gesimuleerde reeks van het random walk plus dnft-model gelijkenissen
vertoont met het lineaire tijdtrend-model. Het RWPD-model beschnijft echter een grotere variatie aan
beweging, omdat in dit model de sommatie van stochastische realisaties de variabiliteit bepaalt. In het
linezire tijdtrend-model wordt daarentegen de afwijking van de reeks ten opzichte van de lineaire trend
bepazld door de realisatie van slechts een enkele stationaire component.
Tenslotte staat in figuur 2. 1.1V de huizenprijsindexrecks weergegeven (linkeras) samen met de
bijbehorende tweede orde differentiereeks (rechteras). Merk op dat het voor deze reeks in vergelijking
met de gesimuleerde reeksen van de figuur moeilijk is om a priori te bepalen of er sprake is van een
deterministische of stochastische trend.

2.4: Toetsen voor eenheidswortels

In het voorgaande 1s aangetoond dat in een tijdrecks potentieel een trendcomponent aanwezig is, die uit
de reeks gefilterd wordt door de »n'-orde differentiereeks te bepalen. Deze ditferentiereeks is statistisch
gezien statonam en wordt geinterpretecerd als trendloos.  Stationariteit 1s naast de absolute
sommeerbaarheid van autocovanianties een voorwaarde voor toepassing van spectraalanalyse. Tot slot
van dit hoofdstuk wordt een formele testprocedure beschreven, waarmee de stationariteit van een
tijdreeks getoetst kan worden en welke orde differentie nodig is om een tijdrecks stationair te maken.

Om enig inzicht te krijgen in de werking van deze procedures beschouwen we eerst het meest
genvoudige model:

YerdiVe e, (24.1)

waarbij ¢,0,07).

Dt model 1s stationair indien o<1 en is een random walk-model indien a,=1. In het laatste geval
wordt geregd dat er sprake is van cen eenheidswortel en impliceert cen niet-stationaire term die
stochastische trend genoemd wordt,

De onderzoeksvraag is dan wanneer de nulhypothese ar=1 verworpen kan worden. De klassieke
statistischie methoden voor het schatten en toetsen van g gelden niet onder de nulhypothese vanwege
het bestaan van een stochastische trend en de implicicte nict-stationarniteit van het random walk-model.



Dickey en Fuller” tonen aan dat onder de voorwaarde dat a,~1 de klassieke schatter voor a; een naar
beneden afwijkende onzuiverheid kent. Bovendien convergeert deze schatter sneller ‘naar zijn
waarschijnhijkheidshmiet dan op basis van de klassieke methoden verwacht wordt. Als gevolg van deze
twee verschijnselen kunnen de conventionele tests ten onrechte tot een verwerp;n;_, van de nuihypaﬁhese

=] leiden. De verdelingen van de bijpassende toetsingsgrootheden zijn niet standaard en kunnen niet
analytxsch afgeleid worden. Dickey en Fuller cregerden cen praktische oplossing door met Monte Carlo
simulaties deze verdelingen en de bijbehorende tabellen met kritische waarden te genereren. De
tabellen zijn variabel met betrekking tot het significantieniveau, het aantal waarnemingen en drie
gebruikte regressievergelijkingen. Dickey-Fuller toetsprocedures zijn ontwikkeld voor het toetsen van
de hypothese a;==1 voor een drietal modellen. Ten eerste het random walk-model inet de nulhypothese
van een stochastische rend. ook wel eenheidswortel genoemd, tegen de alternatieve hypothese van
stationariteit met een verwachting van nul. Ten tweede het random walk plus drifi-model met de
nulhypothese van een eenheidswortel tegen het alternatief van stationariteit. Ten derde het random walk
plus dnft-model inclusief de incorporatie van een determinmistische tijdtrendterm asf, waarbij de
nulhypothese wederom de eenheidswortel bevat en de alternatieve hypothese bestaat uit de
deterministische tijdtrend. De drie modellen bestaan tevens uit het passende aantal vertragingen'® van
de athankelijke variabele en zijn weergegeven als respectievelyfk (2.4.2), (2.4.3) en (2.4 .4).

A})r =¥ Vi +zbr AV iy €, (242)
i=2
il
AV, =@y +7 ¥+ D B Ay +e,, (2.4.3)
i
il
AV, =ay+y ¥y +ast+ Y bAy, . +e, (2.4.4y

i=2

De passende vertragingslengte {p) kan met standaard t-tests en F-tests bepaald worden. De Dickey-
Fuller test bestaat wit het schatten van een of meerder van bovenstaande vergelijkingen met de
standaard klemste kwadraten regressietechniek om zo een schatfing en een standaardfout voor 'y te
krijgen. Het vergelijken van de resulterende r-statistick met de bijbehorende (gegeven
significantieniveau, aantal waarnemungen en gebruikte model) kritische waarden uit de Dickey-Fuller
tabellen maakt het mogehjk correct te bepalen of de nulhypothese y=0 geaccepteerd of verworpen moet
worden,

* Zic voor cen uitputlende beschrijving Fuller (1996 hooldstuk 10
i de urgch k;ﬂs en geldt nn

; <; z \
b,aia!

Merk met Enders{ 1995) pagina 225 op dat als Zag=1, v=4 het svsteem mimmaal één cenbetdworiel kent.



Hoofdstuk 3: Spectraalanalyse

In de econometriec worden net als in het vorige hoofdstuk tijdreeksen veelal geanalyseerd in een
tijdsdomein. Er wordt gekeken naar de realisatie van een variabele in de loop van een tijdsperiode. Een
variabele wordt dan gerepresenteerd als een gewogen som van zijn realisaties uit het verleden en van
storingen uit het verleden. Uiteindelijk is een variabele hicrmee indirect een functie van de tijd en deze
manier van representeren wordt het tijdsdomein genoemd. Een tijdrecksvaniabele kan daarentegen ook
beschouwd worden als een gewogen som van periodieke golven van verschillende frequenties. In dit
geval is de variabele dan een functie van de frequentie en deze manier van representeren wordt het
frequentiedomein genoemd. Spectraalanalyse behelst het totaal van functies en bewerkingen van
functies in het frequentiedomein en de transformatie van functies van het frequentiedomein naar het
tijdsdomein en vice versa.

Gegeven de doelstelling van deze studie om de huivenprijs te voorspellen met een leidende
indicatorenmodel biedt spectraalanalyse zowel de mogelijkheid om leidende indicatoren te
identificeren als om een lincair leidende indicatorenmodel multivariaat te schatten. Fen
tijdrecksvariabele wordt geidentificeerd als leidende indicator voor de huizenprijs als deze variabele
voldoende samenhang met de huizenprijs toont en een voldoende voorlooptijd op de huizenprijs kent.
Met spectraalanalyse worden maatstaven gedefinieerd, die deze samenhang en voorlooptijd
kwantificeren. Het leidende indicatorenmodel is een voorspelmodel waarbij de huizenprijs een lineaire
combinatie is van de met hun individuele voorlooptijd verschoven leidende indicatoren. De maximale
voorspelperiode van de huizenprijs is dan gelijk aan het minimum van de individuele voorlooptijden
vin de leidende indicatoren. Spectraalanalyse biedt een integraal rasmmwerk om dit leidende
indicatorenmodel multivariaat te schatten.

Dit hoofdstuk concentreert zich op de definities, opbouw en afleidingen van de spectraalanalyse. De
toepassing van spectraalanalyse op de constructie van het voorspelmodel voor de huizenprijs komt in
het volgende hoofdstuk aan bod. In paragraaf 3.1, wordt met de Fourier transformatie het fundament
gelegd voor de spectraalanalyse. Hier zal onder bepaalde voorwaarden de spectraalfunctie worden
afgeleid evenals de cenduidige relatie tussen de spectraalfunctie in het frequentiedomein en de
covaniantiefunctie in het tijdsdomein. In paragraaf 3.2. wordt de univariate spectraalanalyse uitgewerkt
op basis van stationaire tijdrecksen. Stationariteit i1s een voorwaarde voor toepassing van de
spectraalanalyse. Bovendien zal bligken dat in het tijdsdomein gedefinieerde van de tijd onafhankelijke
lineaire transformaties, filters genaamd, ook een equivalent hebben in het frequentiedomein in de vorm
van een zogenaamde transferfunctie. Bovendien is aan de hand van deze transferfunctie de verandering
van het spectrum door toepassing van het filter relatief eenvoudig te beschrijven in het
frequentiecdomein. Paragraaf 3.3, is de belangrijkste paragraaf van dit hoofdstuk. Hier worden de
relevante concepten e¢n maatstaven over de relatie tussen variabelen gedefinieerd en toegepast in
voorbeelden. Deze maatstaven kunnen worden afgeleid wit een transferfunctie, die analoog aan de
transferfunctic van paragraaf’ 3.2 alle informatie over de relatie tussen twee tijdreeksvariabelen
incorporeert. Tenslotte zal in paragraaf 34, worden ingegaan op de meest voor de hand liggende
schatter van het spectrum, die wel asymptotisch zuiver is, maar niet consistent. Door het toepassen van
een kernel op deze schatter kan consistentie worden afgedwongen, wat voor kleine
waamemingsaantallen echter ten koste gaat van de zuiverheid. De bewijzen van de gepresenteerde
theorema’s zijn witgewerkt in appendix A

3.1: Fourier Analyse: een introductie

Deze paragraaf heeft als doel de lezer intuitie te verschatfen over de wiskundige bouwstenen waarop de
spectraalanalyse gestoeld is. Fr wordt toegewerkt naar de rogenaamde Fourier transformatiestelling,
dic een eendumidige koppeling bewerkstelligt tussen de representatie van een stationaire tijdreeks in het
sijdsdomein en in het frequenticdomein. In het tijdsdomein is de representatie van een sfochastische
tijdreeksvaniabele een functie van zijn vertragingen, tijd en een gewogen som van onafhankelijke en

14



identicke verdeelde innovaties en eventueel enkele initiéle begimwaarden. In het frequentiedomein is
dezelide stochastische tijdrecksvariabele een functie van de frequentie en opgebouwd uit een oneindige
gewogen som van periodieke sinus- en cosmusfuncties. De Fourier analyse analyseert mede de
voorwaarden waaronder en de wijze waarop functies beschreven kunnen worden als een som of
integraal van sinus- en cosinusfuncties.

Allereerst wordt aangetoond dat een stelsel van sinus- en cosinustuncties, het goniometrische stelsel,
een orthogonale ruimte 1s, waarbij de Fourier-reeks een kleinste kwadraten projectie is van een functie
op deze ruimte. Vervolgens wordt gekeken aan welke condities een functie moet voldoen om benaderd
te kunnen worden door een Fourier-reeks.

Centraal m de Fourier analyse zijn de Fourier transformatie en de inverse Fourier transformatie, die de
omzetting van een functie in zyn Fourier equivalent en vice versa beschrijven. In deze studie wordt
beperkt tot de Fourter transfornmatie van een discrete functie, waarvan de realisaties absoluut
sommeerbaar zijn. De Fourier transformatie van een specificke discrete functie, namelijk de
correlatiefunctie, wordt spectraalfunctie of spectrum genoemd. Dit hoofdstuk behandelt slechts enkele

theoretna’s van de Fourier analyse en beocogt zeker geen uitputtend overzicht van dit vakgebied te
geven.

3.1.1: Systemen van orthogonale functies

Het is in de algebra gebruikelijk een ruimte te creéren aan de hand van een verzameling vectoren, die
basis genoemd wordt en waarbi) alle andere vectoren worden witgedrukt als een lineaire combinatie van
elementen uit deze basis. De basisvectoren zijn vaak zodanig geconstrueerd dat ze orthogonaal zijn,
wat wil zeggen dat de som van de produkten van de elementen van elk tweetal verschillende vectoren
gelik is aan nul. De Fourier-analyse beschouwt de volgende goniometrische verzameling:

bosl?™ i) sin(*™ )= 01, n—1enm=0.1,.. L(n)| (3.1.1)

waarbij 1{n) het grootste grootste gehele getal <75
In onderstaand theorema 3.1.1. zal bewezen worden dat bovenstaande goniometrische funciies,
gedefinieerd op de natuurlijke getallen 0,1,...,(n-1), orthogonaal zijn aan de hand van een uitdrukking

voor de som van de produkten van een tweetal verschillende functies. Het bewijs van de stelling staat
in de appendix A3.1.1.

Theorema 3.1.1: Een orthogonaal goniometrisch stelsel
Onder de aanname dat m en r element zijn van de verzameling {0.1,..., L{n)} geldt -
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Uit Theorema 3.1.1. is af te leiden dat de som van de produkten van een tweetal verschiflende vectoren
(m#ry gelijk 1s aan nul en daarmcee 18 de orthogonaliteit van de » functies gedemonstreerd. Met het
orthogonale stelsel kan elke functie fi1) gedefinicerd op » gehele getallen, beschreven worden
door:
Ly

Sy Z(a” coste, 1)+ b, sinfw, 1)) t=01. {n-1) (3.0.2)
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a, en b, worden Fourier coéfficiénten genoemd. Hoewel voor de bewijsvoering niet per se
noodzakelijk is het voor de interpretatic duidehijker de Foerercoéfficiénten te berekenen door een
minimalisatie van het kwadratische verschil, namelijk door:

-l L
min Zam cos{w, 1)+ b, sin(e, 1)

b
R m=0)

Eerste orde voorwaarden :

n-i Lin

Z )~ Zam cos( 1)+, sin{ 1) cos(a)ji): 0, j=012..1Ln).
P23 m=0

#-1 L}

S-S a, cos( 1)+ b, sin( L psinfo 1)=0, j=012.. Ln-1).
=0 =0 .

Met theorema 3.1.1is de produkfsom van sinus en cosinus gelijk aan nul en dus:

#--i n-i

Zf (t)cos{w, 1) = Zc{)s w, 1)

n-1i

Zf([ $in ﬂ) [ mZmnz(g) 1

£}

Wederom met theorema 3.1.1. volgen hieruit de coéfficiénten (3.1.3) en (3.1.4). Uit deze benadering
blijkt dat deze coéfficiénten de regressiecoéfficiénten zijn, die verkregen worden door fn)'
regresseren op cos{®,4) en sin {w,f). De in theorema 3.1.1. gestelde orthogonaliteit van de regressoren
impliceert dat de meervoudige regressiecoéfficiénten gehijk zijn aan de enkelvoudige. Een enkelvoudig
regressiecoéfficiént is de coéfficiént die wordt verkregen uit een regressiemodel met slechts een enkele
regressor. Een meervoudige regressiecoétficiént wordt verkregen uit een regressiemodel met meerdere
regressoren, waarbij de regressiecoéfficiént de relatie weergeefi tussen de regressand en de regressor,
gegeven alle overige regressoren. Een meervoudig regressiecoéfficiént corrigeert voor beinvloeding
door de overige regressoren van het regressiemodel. Echter in het geval dat de regressoren orthogonaal
zijn, zoals in het goniometrische stelsel, ts er van onderlinge beinvioeding van de regressoren geen
sprake en is de enkelvoudige regressiecoéfficiént gelijk aan de meervoudige.

" 11y deve studie wordt gewerkt met {stationaire) differentiereeksen, waardoor nict de golfbewegingen van de oorspronkelitke
tijdreeksen fi{7) peanalvseerd worden, maar de golfbewegingen van de cerste-orde verschilreeksen. Het contimse equivalent van
de verschilreeks is de afgeleide /i(7) en aangetoond wordt dat de golfbewegingen van de afgeleide hetzelfde zyn n termen van

frequentie en gotflengte als van de corspronkelijke tijdrecks fi(f). De afgelerde lusdt als volgt:
Limy

)= o, Z(b cos{w, 1) —a, sinfe, 1))

mel
Hieruit volgt dat de amplitude van de golven van een differentierecks anders ziju dan van de corspronkelijke reeks, maar niet de
frequentic en golflengte. Het minteken voor de sinusfunctic veroorzaakt wel een verschuiving van de golven met een halve
periode. Zic hiervoor mede voorbeeld 4.3 5. over het differentiefilter.
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Nu is aangetoond dat een op een eindig aantal punten gedefinieerde functie goniometrisch
gerepresenteerd kan worden is de volgende stap het onderzocken van een dergelijke representatie voor
functies die gedefinicerd zijn op een eindig interval van de reéle lijn. Hierbyj wordt het in de
goniometric meest gangbare interval, [-m,7], gebruikt. De beperking tot dit interval is zonder verlies
aan algemeenheid, omdat het gedrag van een functie op een groter interval geheel is af te leiden uit het
gedrag op dit meest gangbare interval. Geheel in Iyn met de bovenstaande discrete analyse wordt de

definitie van orthogonaliteit van een oneindig systeemn van continue functies gegeven en bewezen dat
het goniometrische stelsel aan deze definitie voldoet.

Definitie 3.1.2: Orthogonaliteit van continue functies

Een oneindig systeem van kwadratisch integreerbare functies {gpj } _is orthogonaal op [a,b]ais

o
A

b
jgpj (x)tpm(x)dx =0, j#m, jm=01__

b

en J-gaf(x);tO, F=0.1,..

i

1l

De orthogonaliteit van het goniometrische stelsel wordt ook in het continue geval bewezen door
bovenstaande definitie toe te passen. Het bewijs staat wederom in de appendix A.3.1.3.

Theorema 3.1.3: Orthogonaliteit van het oncindige goniometrische stelsel
Gegeven dat men j nict - negatieve gehele getallen zijn . dan .

by
jsin mxcos fxde =0 ¥my,
T

. 0, m# j,
jsin mix sin jxdx = { m, m=j#0,
,,, 0, m= =0

O, m# j,

S

jcos mx cos jxdx = % 7 m=j#%,
‘

2, m=j =10

il
Er is, analoog aan het discrete geval, cen integreerbare functie f{x) gedefinieerd op {-n,7], waarvoor cen
goniometrisch representatie voor wordi gezocht. Nu f(x) niet meer gedefinieerd is op N discrete punten,
maar op het interval [-n, 7] geldt tevens voor de term @, in (3.1.2): wy=2nk/2n=k, De afleiding van de
goniometrische benadering van een continue fusictie f(x) voor een eindige N gaat als volgt:

~
e i

mi}fx j-tf(x)— Z(aﬁ coskx + b, sin k.r)} dx.
o Py )

Ferste orde conditics voor g
RS
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2 § (;(r}A z(ak coskx + b, sinkx) ]ws i;x}giﬁ; =0 <«

E

A pars J

z L i . 3 B o ;
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Evenzo volgt b, = j_;’ {xjsin kxddx. {3.1.6}
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Deze parapraaf heeft het bestaan van zowel sen eindig als een oneindig orthogonaal goniometrisch
stelsel aangetoond. Tevens zijn voor functics, zowel gedefinieerd op een eindig aanial punten als op
een interval van de reéle lijn, de coéfficiénten bepaald van een kleinste kwadraten projectie op het
gontometrische stelsel. [n hoeverre de som van de produkten van de berekende coéfficiénten en de
bijbehorende goniometrische functies cen Fourier reeks is wordt in de volgende paragraaf bepaald.

3.1.2: Founer-reeksen

De lezer 1s wellicht bekend met het Weierstrass approximatie theorema dat stelt dat elke continue
functie op een compact interval benaderd kan worden door een polynoom. Soortgelijke theorema’s
bestaan tevens met betrekking tot het goniometrische stelsel en worden uitgebreid behandeld in Tolstov
(1962). in deze paragraat worden surmmier enkele resultaten hiervan weergegeven met als uiteindelijke
doel de formulering van de Fourier transformatiestelling toegepast op de correlatiefunctie. In de vorige
subparagraaf is aangetoond dat een continue functic benaderd kan worden door cen eindig
goniometrisch polynoom en in deze subparagraaf wordt de convergentic van een oneindig
goniometrisch polynoom bekeken. Ter aanvang enige definities:

"
DcsmnSn(x)=Z(ak cos kx + b, sin kx) (3.1.7)
k=0
wordt een goniometrisch polynoom van de orde # genoemd. Als » toeneemt zonder grens ontstaat het
onemdige goniometrische polynoom:

S(x)=> (a, coskx + b, sin kx) (3.1.8)

P
Definitie 3.1.4: Fourierreeks
Een oneindig goniometrisch polynoom is een Fourierreeks als de reeks Sufx) uniform convergeert naar
de byjbehorende functie /7 De bijbehorende Fourier-coéfficiénten ag en by zijn gedefinieerd in (3.1.5)
en{3.1.6).

[l

Met definitic A.3.1.9 van uniforme convergentie in appendix A is eenvoudig een voorwaarde af te
leiden waarbij een goniometrische reeks een Fourier-reeks is:

Theorema 3.1.5: convergentievoorwaarde Fourier-reeks
Beschouw de goniometrische reeks (3.1.8):

Z(ak COs kx + b, sin Iuc),

=0

die niet a priori verondersteld is de Fourer-reeks te zijn van een bepaalde functie. Als voor de
bijbehorende recks coéfficiénten geldt:

i%amgbk;«m

k={}

dan convergeert (3.1.7) voor k> absoluut en continu en heeft daarom een continue som waarvan het
de Fourier-reeks is.

Bewis:
a, coskx + by sinkx <la, coskx + b, sinkx <la, [+ b, | <o,

De termen van de goniometrische reeks (3.1.8) zijn kleiner dan de termen van de convergente reeks,
waarmee het resultaat volgt met Weicrstrass M-test (lemma A.3.1.10).

1
In de vorige paragraaf zijn de kleinste kwadraten-coéfficiénten (3.1.3}, (3.1.4) voor discrete functies en
(3.1.5), (3.1.6) voor continue functies afgeleid van een projectie van een functie op de goniometrische
ruimte. Met theorema 3.1.5. is bekend dat als de oneindige absolute som van deze coéfficienten
convergeert, d.w.z. strikt kleiner dan oneindig is, de goniometrische reeks (3.1.8) een Fourier-reeks is.
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Een volgende stap is dan ook het bepalen van de kiasse van functies, waarvan de bijbehorende kleinste
kwadraten-coéfficiénten voldoen aan de convergentie-eis van theorema 3.1.5.

Fen startpunt om convergentie van een reeks te beschouwen is een bekend theorema genaamd Bessel’s
ongelijkbetd. Merk op dat voor (3.1.7) geldt:

" 2 n
S2x)= {Z(ak coskx+b, sin kx)} = ”Z("; +b] )

k=0 [

Deze som 1s compleet analoog aan de kwadratensom uit cen regressie op # orthogonale variabelen,
zoals bekend uit de eindige regressie-theorie. Het verklarend vermogen van een regressiemodel, RY,
wordt berekend als een verhouding van de som van de gekwadrateerde verwachte modelwaarden voor
de exogene variabele en de som van de gekwadrateerde werkelijke waarden. Bessel’s ongelijkheid stelt
een soortgelijke kwaliteitsmaat voor de kwaliteit van de projectic van een functie op het
gomometrische stelsel,

Theorema 3.1.0: Bessel’s ongelijkheid
Laat a; bi en S.x} gedefinicerd zijn door (3.1.5), (3.1.6) en (3.1.7) respectievelijk. Als fix)
gedefinicerd op [-7t,n) kwadratisch integreerbaar is, geldt:

1 Tgf(x):z dx > i(a§+ bf) (3.1.9)
(e =0

Bewijs:

0< ()=, (VP de=] 72 (ke =2 | 760, (e + [ 52 (k=

,door definities van ax, b en orthogonaliteit van sinus en cosinus functies,

" H Fr N £ i .
[tz faenfealS el oo L] b3 otent)
bt ) pan xz, k-0

waarbij # eindig is.

fl
Bessel’s ongelijkheid genereert een bovengrens aan de kwadratische som van (3.1.7) en stelt daarmee
feitelijk dat de kwadratensom die verkregen is uit de projectie nooit groter kan zijn dan de integraal van
de kwadratische functie. De mate van ongelijkheid is daarbi) negatief evenredig met het verklarend
vermogen van deze preojectic. Zou {3.1.9) als ratio gedefinieerd worden met in de teller de
kwadratensom en in de noemer de mtegraal, dan is deze ratio feitelifk het verklarend vermogen van de
projectie en compleet analoog aan de bekende R?-maatstaf uit de regressic-analyse.

In de Fourter theonie bestaat er een stelling, Parseval’s theorema, die stelt dat Bessel's ongelijkheid
(3.1.9) een gelijkheid 1s als er sprake is van een kleinste kwadraten projectic op het oneindige
goniometrische stelsel, De bewijsvoening sioelt op de compleetherd van het onderliggende oneindige
goniometrische stelsel en daarmee samenhangend de uniciteit van de Fourier-coéfficiénten. Een
systeem van functies, zoals het goniometrische systeem, 1s compleet als er geen functie buiten het
systeem bestaat zodanig dat de integraal van deze functie ongelijk nul 13 en de integraal van het produkt
van deze functie met een functie uit het systeem wel gelijk nul 1s. Deze overweging van compleetheid
is de reden waarom een Fourier-reeks een oneindig goniometrisch polynoom 1s. Voor gedetailleerde
notities over Parseval’s theorema wordt verwezen naar Tolstov (1962).

Met behulp van Bessel’s ongelijkhetd is het mogelijk een klasse van functies te wdentificeren, waarvan
een Fourier-reeks bestaat. Met een technische handigheid wordt de convergentic van de coéfficiénten
afpedwongen door de convergentie van de kwadratensom met Bessel’s ongelijkheid. Vanwege het
techmsche karakter 15 het bewijs niet opgenomen in de hoofdtekst en wordt verwezen naar de appendix
A3 17
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Theorema 3.1.7: Klasse van functies waarvan Fourier-reeks bestaat
Stel flx} een continue periodieke functic van periode 27 met een afgeleide /(x), die kwadratisch
integreerbaar is. Dan convergeert de goniometrische recks (3.1.8) absoluut en uniform naar Axyenis
daarmee de Fourier-reeks.

[l
Indien de Fourier-reeks bestaat is er feitelijk sprake van een unicke equivalentic tussen een functie van
xeR en een functie van wef-n,n]. Deze equivalentic wordt beschreven door een transformatie en
bestaat voor allerlei klassen van functies. Voor de volledigheid wordt vermeld dat Fourier-reeksen
bepaald kunnen worden voor een veel grotere klasse van functies dan de verzameling die theorema
3.1.7 dekt en niet per se continu of kwadratisch integreerbaar hoeven te zijn. Zo bestaan Fourier-
reeksen voor type functies als discrete, continue, continue stuksgewijs gladde, continue periodieke
stuksgewijs gladde, etc. Een stuksgewijs gladde functie is een functie, waarbij zowel de functie als de
afgeleide van de functie continu zijn en/of slechts een aftelbaar aantal discontiuiteiten kennen.

In deze studie wordt met betrekking tot de spectraalanalyse beperkt tot de Fourier transformatie van
een bepaalde discrete functie, waarvan de waarden absoluut sommeerbaar zijn, namelijk de
correlatiefunctie. Theorema 3.1.8. stelt de geldigheid van deze discrete transformatic en een
mstructieve afleiding van de getransformeerde functie volgt aan het eind van de subparagraaf. Merk op
dat fix) een even functie is als geldt: f{x) = f{-x) Vx.

Theorema 3.1.8: Fourier transformatie theorema
Neem aan dat de autocorrelatie functie van een stationair tijdreeks absoluut sommeerbaar i,

dat wil zeggen dat {p(_;)}ix een absoluut sommeerbare reeks van autocorrelaties is.

Dan bestaat er een continue functie f{@)zodanig dat :
) 0= [ rlodeoston)= | ok

W) 1) ;

iit) Tf (whdw=1,

iv) f((u) is een even functie.

(]
In het Fourier transformatietheorema wordt de voorwaarde opgelegd dat de correlaties van een
stationatre tijdrecks absoluut sommeerbaar zijn. In het volgende hoofdstuk worden stationaire
tijdreeksen uitgebreid pekarakteriseerd aan de hand van correlaties. Opgemerkt wordt dat aan de eis dat
een tijdreeks stationair en de autocorrelaties absoluut sommeerbaar moeten zijn om toepassing van
spectraalanalyse mogelijk te maken in de praktijk echter niet a priort voldaan is. De tijdreeksen moeten
hiervoor veelal eerst van hun trendcomponent ontdaan worden.

J{@) wordt de Fourier transformatie genoemd. Ander benamingen zijn spectraaldichtheid, spectrum,
spectrogram of spectraalfunctie. Bewering (i) in de transformatiestelling wordt de inverse transformatie
genoemd of ook wel de karakteristicke functie. Uit de Founier-transformatiestelling blijkt dat elk
covariantie-stationaire tijdreeks met absoluut sommeerbare correlaties zowel een representatie in het
tijdsdomein heeft, ffw), als in het frequenticdomein, pfh). Elke eigenschap van de data komt in beide
beschrijvingen tot uitdrukking. Een van de belangrijkste doelstellingen van deze studie is het bepalen in
hoeverre recksen ten opzichte van elkaar voor- of achterlopen en later al blijken dat het
frequentiedomein hiervoor een geijkie methode is.

Ter afshuiting van deze paragraaf wordt er als samenvatting een alternatieve en eenvoudige afleiding
gegeven van de spectraalfunctie aan de hand van de geintroduceerde begrippen.
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3.2: Univariate spectraalanalyse

Er bestaat een eenduidige relatie tussen de representatic van een reeks mn het tjdsdomein en de
representatie in het frequentiedomein. [n het tijdsdomein wordt een variabele gerepresenteerd als een
gewogen som van zijn realisaties uit het verleden en van storingen uit het verleden. Een variabele is in
het frequentiedomein gen som van periodicke golven van verschillende frequenties. De uitsplitsing van
een variabele naar de frequentie bepaalt de relatieve importantie van de afzonderlijke golven, die het
gedrag van de variabele beschrijven en wordt het spectrum genoemd. Zo is het mogelizk om te bepalen
of lange termijn golven in een tijdrecks relatief dominant zijn ten opzichte van korte termijn golven.
Als bijvoorbeeld het spectrum in een bepaald frequentiegebied piekt betekent dit dat de bij deze
frequentics behorende golven dominant zijn in de beweeglijkheid van de tjdrecks.

Nadat de belangrijke Wold-decompositie voor stationaire tijdreeksen is behandeld wordt er een nadere
interpretatie van het specirum gegeven, waarbij de spectraalfunctie feitelijk een toepassing is van een
bepaalde statistische samenvattende functie, de zogenaamde autocovariantiegencrerende functie, met
een complex argument. Met deze kennis wordt de analytische spectraalfunctic van een ARMA-model
afgeleid en grafisch gepresenteerd.

Vervalgens wordt aangetoond dat gepredetermineerde operaties in het tjdsdomein ecen uniek
gepredetermineerd equivalent in het frequentiedomein hebben. Ter illustratic wordt de operatie van e¢en
lineair filter in het tijdsdomein middels een Fourier-transformatic omgezet naar een unicke
bijbehorende operatie in het frequentiedomein. Deze omzetting van het filter levert een zogenaamde
transferfunctie op, die alle veranderingen in het spectrum veroorzaakt door toepassing van het filter
beschrijft. De transferfunctie van een bekend filter beschrijft de door het filter bepaalde
deterministische relatie in het frequentiedomein tussen de ongefilierde en de gefilterde reeksen en
daarmee wordt een eerste stap gezet in de multivariate spectraalanalyse van de volgende paragraaf

3.2.1: Stationaire processen

De klasse van alle stochastische processen is veel te omvangrijk voor het ontwikkelen van algemeen
toepasbare analysemethoden die geschikt zijn voor alle type processen. Het gevolg 1s dat de
ontwikkeling van het vakgebied voornamelijk verlopen is langs studiclijnen van speciale fype
processen, zoals Markov-processen. geboorte-  en  sterfieprocessen, VEINICUWINEZSProcessen,
boomprocessen, etc. De spectraalanalyse beschouwt de klasse van stationaire processen, die eerder in
hoofdstuk 2 gedefinicerd zijn door het verschijnsel dat hun belangrijkste statistische cigenschappen niet
veranderen over de tijd. Uit verdere analyse van stationaire fijdrecksen volgen een aantal
eigenschappen, die verderop in de smdie waardevol zullen zijn. Ten eerste geldt de volgende
eigenschap voor zowel de covariantie als voor de correlatie:

Theorema 3.2.5:

pls)=rls)

Bewis:
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Aan het eind van dit hoofdstuk worden er spectraalschatters gedefinicerd en worden er afleidingen
gepresentoerd die aantonen dat deze schatters consistent zijn. Deze afieidingen zijn gebaseerd op de
aanname dat een tjdrecksvariabele beschreven kan worden als een oneindipe gewogen som van
normaal verdeelde stochasten, ook wel innovaties genaamd. Dat met deze aanname een grote klasse
van tijdrecksen gedekt wordt is het resultaat van een fundamentee! theorema uit de tijdreeksliteratuur,
namelijk de Wold-decompositie. Met Priestioy (1981) pagina 756 luidi deze als volgt:

Theorema 3.2.2: Wold-decompositie (zonder bewijs):

Neem aan dat ¥, een covariantie stationaire tijdreeks is gedefinieerd op 7={0, £1, #2_ 1.
Dan kan Y, uitgedrukt worden in de vorm;

Ype Uy + 1V, waarbij

1) {/; en ¥V, ongecorreleerde processen zijn,

1) {J; een regulier proces is met als representatic:

o
P -
(”r - Zgucr—u’
=0}

met g, =1, ng <, e W(O,crz)o‘i_v., waarbij:
u=0

EfeV.}=0 vs,r.

De reeks {g.} en het proces {¢,} zijn uniek bepaald.
1t} Vi 1s singulier en kan dus voorspeld worden vanuit zijn verleden met cen voorspelvariantie van

nul.

{l

Elke stationaire tijdreeks kan met de Wold-decompositie herschreven worden als een (voorspelbare)
constante en een oneindige gewogen som innovaties, Gegeven deze heldere structuur waarin elke
stationaire tijdrecks gegoten kan worden is het mogelijk de covariantiereeks behorende bij dit
stationaire proces eenvoudig samen te vatten in een bepaalde statistische functie, de autocovariantic-
genererende functie, die gedefinieerd is als volgt:

Definitie 3.2.3: Autocovariantie-genererende functie:

Laat {y,}een stationaire tijdreeks zijn met Z 7{j} <, danis
J=0

g.(e)= i?’(j):’“" (3.2.1)

J=—en
de autocovariantie-genererende functie.
De autocovariantie-genererende functie faciliteert een eenvoudige structuur waarin de §° covariantic de
multiplicatiefactor is behorende bij de j* machtsvariabele van z. Een en ander wordt geillustreerd aan
de hand van een MA-recks.
Een MA(g) proces kan met vertragingsbewerker 7. als volgt worden gerepresenteerd:

4

¥, =M+ Z(pje,,j = g+ (I oL+ e LT )e, (3.2.2)
il

waarbije, ~ M0,57 Jo.iv..

Voor j=1.2,...,¢ geldt -

¥, = [:'(e, + e, +_..+(p‘_,e,7chl_j + e, +...+(pqe,,,_ﬁ{)s

N 2 2 .2 , I T '

h (g@](?f -7 + q)jk-lq)i(,f--j---] + (/)7}42@2(3‘.”7,, 2 4ot qoq(foq—j ('!-—q)“ (’)" (q); + ({)71 i !q)l +.oot (pqq)q -7 )

Nu geldt voor de autocovariantie-genererende functie;

g D=0zt tp Nvps + +p,2) (3.2.3)
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Namelijk :

g, (=02 4o, vo0 T o st o 0,0 RN N A -

ivgi v tﬂf)’"’ o+ or0 + 0,0, E g, }:0“2 i}'(})z’,
dumy

waarbij voor j=0_1,.. g de bijbehorende y(f) gelyk s aan de vermenigvuldigingsfactor van de term 2.
Deze resultaten worden gegeneraliscerd naar een MA(w)-proces, waarbij een tijdreeksvariabele gelijk
is aan een constante plus de oneindige gewogen som van normaal verdeelde innovaties. Laat y; zo'n
MA(=0)-proces zijn, namelijk:

ye=pry(le,

metie, ~ N(O, o’ )o.i.v,

enp(ly=w, +y L +y, 7+ waarbij Zf w, <>

Dan geldt met (3.2.3)en g—>o:

g (D)= y(zw(z") (3.2.4)

Merk op dat nu variabelen oneindig ver uit het verleden meegenomen worden de zwaarderc restrictie
van absoluut sommeerbare coéfficiénten wordt opgelegd. Deze restrictic imphiceert echter dat de
covarianties absoluut sommeerbaar zijn en dit wordt aangetoond in appendix A.3.2.7.

De autocovariantie-genererende functie is een samenvattende statistische functie, waarmee eenvoudig
alle covarianties berekend kunnen. Fr bestaat echter een theoretisch addertie dat niet voor elke
stationaire reeks er cen autocovariantic-genererende functie bestaat. De enige restrictie voor deze
functic is de absolute sommecrbaarheid van de covarianties en deze eis wordt afgedwongen met de
voorwaarde dat de coéfficiénten ahsoluut sommeerbaar zijn. De Wold-decompositie stelt dat er voor
elke stationaire tijdrecks een gewogen oneindige reeks van normaal verdeelde stochasten bestaat,
waarbij de gewichten kwadratisch sommeerbaar zijn. Echter, absolute sommeerbaarheid 1s een sterkere
voorwaarde dan kwadratische sommeerbaarheid'”. waarmee niet voor alle recksen waarbij de Wold-
decompositic geldt automatisch een autocovariantie-genererende functic hoeft te bestaan. Dit
verschijnsel is echter meer een theoretisch curiosum dan een praktische handicap, omdat een vaniabele
in de praktijk zeer onwaarschijniijk geautocorreleerd is over een oneindig lange periode.

3.2.2: Het spectrum: interpretatie en foepassing

In de vorige paragraaf over de Fourier-analyse is de spectraaifunctie aftpeleid en bovendien 13 zojuist
aangetoond dat voor bijna alle stationaire recksen er een autocovariantie-genererende functie bestaat.
Onderstaande vergelijking toont een verband tussen deze twee functies onder de voorwaarde van
ahsolute sommeerbaarheid van de covarianties. Namelijk:

o Thild | * i el 514 1 e -
Flo) = S = %g({ ) {3.2.5)

a = Z

Bovendien:

. l i R B A a
IAIE S M{( } e = S Z;f{j Keos{ay )~ rsin{ay )=

L7 2 T

| [ e ! { = )

? j; Z’V(-; )E;cm;{a_};'}-.L e:os{a;j} ~ i sinfef }— i sin{- {@f}EL = S {y{é}}-% 22}/‘{7}}@05{_(;_}}}} {3.2.6)
s i P LA e };

hijy. de reeks {1} pedelineord op de sehele getallon s wel Lwadratisch sommeerbaar, maar (s nict absolu sommeerbasr,

Toud
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De spectraalfunctie is feitelijk gelijk aan de autocovariantie-genererende functie met een complex
argument gedeeld door 2w, maar met (3.2.6) bligkt deze funcuie toch refetwaardig te zijn. Dit betekent
voor het bereik van de functie: fw)eR. Bovendien is de spectraalfunctic als som van confinue,
periodicke cosinusfuncties zelf ook continu en pertodiek. Periodiciteit betekent dat f(o) = Silwot2 k)
voor elk geheel getal &, waarmee de waarde van fbekend is voor elke @ als de waarde van fbekend is
voor elke mel-m,n] Sinds f bovendien cen even functie 1s, Awy+-»), is zijn gedrag zelfs volledig
bepaald door zijn gedrag op het interval {6, 7).

in voorbeeld 3.1. 1s een AR(2)-model gesimuleerd, met 350 realisaties, waarna de spectraalfunctie van
deze tijdrecks is geschat met het MATLAB-programma i appendix C. Bovendien is van het AR(2)-
model met behulp van (3.2.4) cen analytische spectraalfunctic berekend. Beide functies zijn
weergegeven in figuur 3.2,

Voorbeeld 3.1: Het spectrum: frequentie en golflengte
Beschouw het volgende AR(2)-model:

v, =03y, ~06y,,+e,  waarbije,~N(0,1)

Laves
(1 + 030 +0.61° )y{ =e,.
Dan geldt':
y.=wl(l)e, ,met
- 1
l[/( [ J) = ——.

140.30+0.617

) o ! i :O;z, o i )i(u BT ceveiegi o aro . i
flo)=3; g'”(e ) & vl wer) 271'(E +0.3¢7 +0.6¢ 77 [1+0.3¢ +0.6¢% )

Figuur 3.2: De spectraalfunctie, schatting en analytisch

flw) T

0 i i 1 i, i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 )

st C 1 A £ T ——————analytisch

"* de karakieristicke wortels van de vertragingspolynoom liggen buiten de cenheidscirkel, waarmee voldaan is aan de
stabiliteitsconditie.

24



Met de Fourier transformatiestelling, theorema 3.1.8, 1s bekend dat de totale opperviakie onder de
(analytische) grafiek gelijk is aan de variantic van de stationaire tjjdrecks. Bovendien is uit de Fourier-
analyse bekend dat een tijdreeks is opgebouwd uit golven met verschillende frequenties. Uit figuur 3.2
blijkt dat grofweg de helft van de variantic wordt veroorzaakt door golven met frequenties i het
gebied {1.5, 2]. De berekening van de bij deze frequenties behorende golflengtes wordt inzichtelijk
gemaakt door onderstaande redenering. De golven behorende bij de tennen cos(w1) en sin{w!) kennen
elk een periode van (2w/w) en daarmee doorloopt elke term in éeén tijdseenherd (w/27) maal een
complete golfovclus.

De berekening van de golflengtes in voorbeeld 3.1. geschiedt door toepassing van bovenstaande
concepten op cosinusfunctie en de bijbehorende waarde voor @ met (3.1.2) van o, =27%mwn. De
cosinusfunctie doorloopt dan in een enkele tijdseenheid @/ 2m=m'n volledige cycli en met / gemeten in
maanden heeft de term cos(®,) een omloopsnelheid van (m#) cych per maand. De golflengte / is dan
de hoeveelheid maanden waarin een enkele cyclus doorlopen wordt en is gedefimeerd als de reciproque
van de omloopsnelheid gelijk aan (n/m) maanden per cyclus. De golflengtes behorende bij me[1.5, 2]
zijn dus te berekenen met {{=n'm=27/my) en dit genereert een resultaat van /e{3.14, 4.2] in maanden.

De interpretatic van het spectrum als een uitsplitsing van de beweeglijkheid van een tijdrecks naar de
opbouwende karakteristieke golven wordt geillustreerd in voorbeeld 3.3. Om de decompositic van de
variantie van een tijdrecks in partities behorende bij de afzonderlijke frequenties te illustreren wordt er
in het voorbeeld een discreet model beschouwd, waarvan de coéfficiénten behorende bij de
goniometrische functies onafhankelijk en identiek verdeelde (0.1.v.) stochasten Zjn.

Voorbeeld 3.3: Variantie decompositie
Beschouw de volgende tijdreeks :

y, = i {a'j cos(wjf)«k b, sin({ujt)}

F=1

waarbij de reeksen {a j}K m{! } stochastische reeksen zijn met eigenschappen
Ha? )= Elp? )=02. =1

Fla,a)=Elpp)=0. 2k

Ea b )=0 %,

De variantie van y, isdan

E(})’z)xi[ﬁ(a? Jeos (e, 1)+ b2 Jsin® (o, - Z“ leos? (@, 1)+ sin* (o 1)) Zm
£t ‘-"Ci‘de:_jl i =l

y k)= E{v,y, () Z{ {a? Jeosto )easler (o — )]+ (62 Jineo,Ysinfo, (¢~ )=

j=t

£ . # 7
ZG“ {ces{wﬁ)cos{w {r~ k}}—% sin ({:f;.z}séngw_ ; = i‘)}* Z{Tf ms{(ojl —w, {r k)}: Z (,r‘f cos(w‘}.!c}
=t =l j=t

1
in bovenstaand voorbeeld bestaat de tijdreeksvariabele v, uit een eindige gewogen som goniometrische
functies en ziin (coyvarianite kan ontrafeld worden in een som partiéle {coyvariantics, Dke uiizetiing van
deze partiéle varianties tegen de frequentie is dan feitelijk het discrete analoog van de spectraalfuncie
en de sommatie van deze partiéle varianties 13 het discrete equivalent van theorema 3.1.8, dat srelt dat
de integraal van de spectraaifunctie gelijk is aan de totale varianiie.

i
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3.2.3: Filters

Een filter is een gepredetermineerde bewerking op cen tijdreeks, die zowel in het tijdsdomein als in het
frequentiedomein gerepresenteerd kan worden., Vanuit een andere invalshoek is een filter de
beschrijyimg van een gepredetermineerde relatic tussen twee reeksen, namelijk de ongefilterde en de
gefilterde. In de volgende paragraaf is deze beschrijving van de relatic tussen twee reeksen niet meer
gepredetermineerd en spreken we over multivariate analyse. In de loop van het hoofdstuk zal verder
blijken dat de concepten, methoden en maalstaven voor de beschrijving van relaties in beide gevallen
identiek zijn. maar dat de parameters gepredetermineerd zijn voor filters en geschat moeten worden
voor multivariate analyse.

De invlioed van een filter op een tijdreeks in het frequentiedomein wordt ontleed in een effect dat de
uitslag van het spectrum veranderd en in een effect dat het spectrum verschuifi. Nadat een filter is
gedefinieerd worden beide effecten middels een poolcodrdinaten-representatie gefsoleerd.

Vervolgens wordt de representatie van een algemeen lineair filter zowel in het tijdsdomein als in het
frequentiedomein uiteengezet en worden er enkele bekende, veel gebruikte toepassingen van dit filter
WeCTgegeven.

In deze studie worden filters gedefinieerd als tijdsinvariante lineaire transformaties. Hierbij
transtormeert een filter /- een input-tijdreeks {x(r)}, de input, in een output-tijdrecks {1(f)}, dat wil
zeggen: AN} =1 {x(0)} en heefi volgende eigenschappen:

lineariteit : F Zal Ix zia A 32.7)
7=l et
tijds - invariantie: als [{x,}={y,} dan Fix_, }={v,,} vk (3.2.8)

Met deze definities wordt er een relatie tussen het input spectrum en het output spectrum afgeleid zoals
bijvoorbeeld volgens Koopmans (1974) en loopt als volgt:
Beschouw de situatie waarbij de input bestaat uit slechts een enkele complexe exponentiéle term:

dan geldt voor de bijbehorende output y het volgende

Vo, [’,{x’#i }: 1{-'{@:'({»6:(1#: }x eiwh}'v o i }: ehd’y,.

Omdat deze relatie geldt voor elke ¢ en & kan deze vergelijking beschouwd worden als functie van 4.

In het bijzonder, stel 1 = 6, dan geldt

ya=ype™ YA,

Omdat /r een waarde is van de tijdparameter, kan worden gesteld 4 =, waarbij:

y, = e’ }: T{w)e = T{w)e? @) (3.2.9)
en T'{w)= p,. Merk echter opdat y, de reactie is van het filter op tijdstip 0 op een input van ¢’ en
daarmee athangt van .

Het laatste “=*-teken in (3.2.9) volgt uit toepassing van de poolcodrdinaten. De invloed van het filter
kan met poolcoordinaten’ ontleedt worden in een vermenigvuldigingsfactor {7{)), wat de vitslag van
de reeks veranderd en daarom amplitude-effect genoemd wordt. De tweede veranderingsfactor is de
term €™ waarbij @(w)=arg{T(w)), wat ervoor kan zorgen dat golven een faseverschuiving
ondergaan. Een meer precieze interpretatie komt nog aan bod.

Met (3.2.9} blijkt dat de transferfunctie de invloed van het filter compleet beschrijft indien de input
bestaat uit slechts een enkele complexe exponentiéle tenm. In onderstaand theorema 3.2.5. wordt

aangetoond dat ook voor ¢en heel algemeen gedefinieerde lineaire filter een dergelijke transferfunctie
bestaat. De stelling 1s te vinden in Fuller (1996) en het bewijs in theorema A.3.2.5.;

" Van het complexe petat z-<x 1y de amplitude |ri=("+17)'” en de fase @=arg(z)=tan" (x).
Zie voor uitgebreide behandeling appendix A3 5 4,
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Theorema 3.2.5: Spectraaitransformatie van een algemeen lineair filter
Veronderstel x, een stationaire tijdreeks met een absoluut sommeerbare

covariantie - functie en veronderstel dat de deterministische rij {a’. }f »

absoluut sommeerbaar ts.

Beschouw het algemene lineaire filter Flx,)= Z a,l’ {x,} (3.2.10)
;“-’-’-4-1}

Dan is de spectraaldichtheid van y, = I'(x, }= Za X, gelifk aan

oo

1@)=0x) 1001, () (@0)=[1 () 1.{w) (211
waarbij 7, (@) het spectrum is van x, en

flw)= 2; Z a;e”  deFourier - transformatie van a, (3.2.12)

Jmee
filw)= ! Za € “ s de complex geconjungeerde Fourier transformatie of a
S 2w !
Tlw)= Z a,l’ (e”“” ) op (=0 debijfilter I behorende transfer - functie. . (3.2.13)
e

[

Uit theorema 3.2.5 blijkt dat alle veranderingen in het frequentiedomein die door het algemene lineaire
filter worden veroorzaakt in de transferfunctie geincorporeerd zijn en met deze complexe functie
ontleedt kunnen worden in een amplitude-effect, |T{w)|, wat de uitslag van de recks veranderd en een
faseverschuiving, ¢, waarbij g=arg{T(®)}, wat ervoor kan zorgen dat golven een faseverschuiving
ondergaan. Om beide veranderingsfactoren in het frequentiedomein van het algemene lineaire filter te
illustreren volgen er een aantal voorbeelden van bekende filters. In voorbeeld 3.4 wordt aangetoond
hoe een eenvoudige verschuiving van een tijdreeks tot uitdrukking komt in een fasemaatstaf.

Voorbeeld 3.4: Fase en shift
Beschouw het shiftmodel als speciaal geval van het algemene lineaire model:

J , j=d
a, =; .
T jed
waarbij een tijdrecks d - perioden vooruit wordt geschoven. Dan geldt met:
olo)=arg{M o) = arg{c" fod }: ~ad

definicer shift als :slw )= _{ ga(w)} (3.2.14)
@
o ——
met als toepassing,* s{w )= ﬁ S E» =d.
@]

il
Fir is sprake van een shifl, ofwel faseverandering als de maatstal fase, @, ongelijk is aan nul, Het
shifimode! van voorbeeld 3.4 kent een faseverschuiving en dit komt tot uitdrukkang in een rechte i
met het aantal perioden verschuiving, d. als negatieve hellingshoek.
Om daadwerkelijk het aantal perioden verschuiving te meten is de shift s(w) met (3.2 14) gedefimicerd
als fase gedeeld door de frequentie. De shift meet het feitelijke aantal perioden dat een tijdrecks is
verschoven ten opzichte van een referentiereeks, uitgesphist naar de frequenties. De referentierecks is
in deze paragraaf de ongefilterde recks en in dit voorbeeld kennen alle frequenties dezelfde shifl,
namehik  penoden.
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De Founer-transformatie stelt dat een tijdreeks opgebouwd kan worden uit golffuncties en de
shiftmaatstaf’ bepaalt hoeveel tjdseenheden een bepaalde golf, waarbij de bepaling geschiedt miet de
frequentie, moet verschuiven ten opzichte van dezelfde bepaalde golf van de referentietijdrecks
zodanig dat beide golven in dezelfde fase zitten, d.w.z. tegelijkertijd hun toppunt, dalpuat, nulpunt, etc
beretken,

Sommige filters kennen slechts een amplitude-effect en veroorzaken geen faseverandering, it geldt
brjvaorbeeld voor het bekende filter voorischrijdend gemiddelde, zoals blijkt in voorbeeld 3.5.

VYoorbeeld 3.5: Voortschrijdend gemiddeide
Beschouw (3.2.10) met de volgende karakieristieken:
I

a.=41m
J -
0, > m

Fsm

Dan geldt voor de transferfunctie van dit filter:
o m : [ 1
= Z o ie‘i!qf e Z }_ e—i"—b” T Z COS @)%AS * ] {Sln(!.nzj }U]},
oo j—n m -

waarbij 1) = > [(”’ ! (z);’]

m sin

l

Merk behulp van de definitie van fase in appendix A.3.5.4 op dat er geen faseverschuiving, (¢{(w)=0),
bestaat door het ontbreken van een complex getal in de transferfunctie. Omdat het filter symmetrisch is
sommeren de 1*sinus-termen weg uit de transferfunctie. In het algemeen geldt dat symmetrische filters,
waarbij a;=a;, geen faseverandering veroorzaken. In figuur 3.6 is de gekwadrateerde absolute
transferfunctie van dit filter weergegeven, waarmee volgens (3.2.13) grafisch zichtbaar wordt op welke
manier dit filter het spectrum van de ongetilterde reeks wijzigt.

Figuur 3.6: Transferfunctie behorende bij het filter van voortschrijdend gemiddelde

[T

314 0 314
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it de figuur blijkt dat deze filter een zogenaamde low-pass filter 1s, dat wil zeggen een filter die, in
absolute termen gezien, hoge frequentiewaarden ehimineert en lage frequentiewaarden ongewijzigd laat.
Omdat hoge frequentiewaarden corresponderen met korte golven elimineert dit filter deze korte golven,
die ook wel ruis genoemd worden. In het volgende voorbeeld wordt een differentiefilter getoond, die
gekarakteriseerd kan worden als een zogenaamde high-pass filter, het tegenovergestelde van een low-
pass filter. Dit filter heeft als doel om lage frequenties en daarmee corresponderende lange golven te
elimineren. Dit filter is bekend, doordat het filter in het tjdsdomein wordt gebruikt om een
stochastische trend uit een tijdrecks te halen.

Voorbeeld 3.7: Differentiefilter

Fen differentiefilter transformeert een tijdrecks zodanig dat de output de differentierecks, dat wil
zeggen het eerste orde verschil, is van de inputrecks. Fen differentiefilter wordt als toepassing van het
algemene lineaire filter als volgt gedefinieerd:

Y= F(xr )S (i - ]*)'Xz BETRE T

Dit is feitelijk de algemene lineaire filter met g, =1, @, =—-1 en o, =0V ,j#0,1.

De transferfunctie is met appendix A3.5 1;

. y o)
ng;n(@;le‘ w0

T(a))ml—e Yo "¢(e"’ -8 ): 2ie 7 s %)xZei & sm(%‘)n 7 Ay
ZISEn(w/}e“’ Z <0
H .‘/2 | k]

en daarmee geldt voor de amplitude en fase
T(w) =2sin(o3),

(o0

Aol
9(&)): ¢ , @ >0,

et w< .

1l

Beide veranderingsfactoren van het filter zijn grafisch uitgezet in figuur 3.8, waarbij het amplitude-
effect hier weer absoluut genomen en gekwadrateerd is. Uit figuur 3.8.8 blijkt er voor dit filter een
fase-effect te bestaan. Fenvoudig is in te zien dat dit filter een shift van een halve pertode veroorzaakt,
waarmee er slechts sprake is van een marginale en verwaarloosbare verschuiving.

De in de voorbeelden beschouwde filters worden veel gebruikt en uit hun transformaties m het
frequenticdomein blijkt dat het dempen van lage frequenties overeenkomt met eliminatie van trend en
het dempen van hoge frequenties met eliminatie van ruis. De relatic tussen twee tijdreeksen, een
gefilterde en een ongefilterde is door het a priori bekende filter deterministisch. Dit komt er concreet
op neer dat de coéfficiénten van het algemene lineaire model bekend zijn.

Fignur 3.8: Amplitude en fase-effect behorende bij het ditferentiefilter

A) amplitude-effect B) fase-eftect
o o
4
20N
=

KA
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